RUANG ORLICZ-MORREY LEMAH VERSI KETIGA

Al Azhary Masta?

Y Departemen Matematika, Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam, Institut Teknologi Bandung
Jalan. Ganesha no. 10, Bandung, Jawa Barat, 40132
2 Permanet Address: Departemen Pendidikan Matematika, Fakultas Pendidikan Matematika dan 1lmu Pengetahuan
Alam, Universitas Pendidikan Indonesia.
Jalan. Dr. Setiabudi no. 229, Bandung, Jawa Barat, 40154

3 email korespondensi: alazhari.masta@upi.edu/ al_math_bangka@yahoo.com

ABSTRAK

Pada artikel ini, penulis akan memperkenalkan ruang Orlicz-Morrey lemah versi ketiga sebagai perluasan
dari ruang Orlicz-Morrey (kuat) versi ketiga. Seperti ruang Orlicz-Morrey lemah versi pertama dan
kedua, ruang Orlicz-Morrey lemah versi ketiga dipandang sebagai perumuman dari ruang Orlicz lemah,
ruang Morrey lemah, dan ruang Morrey lemah diperumum. Lebih jauh, pada artikel ini penulis akan
mengkaji beberapa sifat yang ada pada ruang Orlicz-Morrey lemah versi ketiga. Metode yang digunakan
dalam penelitian ini adalah metode yang Klasik serupa dalam mengkaji sifat-sifat pada ruang Orlicz-

Morrey lemah versi pertama dan kedua.

Kata kunci: Ruang Orlicz-Morrey kuat, ruang Orlicz-Morrey lemah.

PENDAHULUAN

Ruang Orlicz-Morrey merupakan perpaduan antara
ruang Orlicz dan ruang Morrey yang pertama Kali
diperkenalkan oleh E. Nakai pada tahun 2004
[4,6,16,20,21]. Misalkan G adalah adalah koleksi
semua fungsi ¢:(0,00) = (0,00) dengan

¢ (r) monoton tak turun dan @ monoton tak naik.

Notasi O dinyatakan sebagai hmpunan semua bola
buka B = B(a,r) yang berpusat di € R™ dan berjari —
jarir > 0.

Misalkan @ adalah fungsi Young dan ¢ € G,
ruang Orlicz-Morrey (kuat) versi Nakai Lgq(R™)
didefinisikan sebagai koleksi fungsi f € L},.(R™) yang
memenuhi

Iflleyq = Suplifllpes < o
Beo

dengan

Uflloss = inf {b > 0: ‘l’ﬂfl D (4 ('f (bx)l)dx <1 }

Jika dipilih ¢(t) =t maka diperoleh Ly o (R™) =
Le(R™), yakni ruang Orlicz. Lebih jauh, jika dipilih
¢(t) =t dan @(x) = |x|P, p = 1 maka Ly o (R™)
= L,(R™) adalah ruang Lebesgue. Selain itu, jika

¢(t) = 11 (dimana y: (0, 0) — (0, ) adalah

P(tn)P
fungsi monoton turun tetapi t? 1 (t) fungsi monoton
naik) dan @(t) = tP maka diperoleh Lgq(R™) =
My, (R™), yakni ruang Morrey diperumum yang
diperkenalkan oleh Nakai pada tahun 1994. Hal ini
menunjukkan ruang Lg, o (R™) adalah perumuman dari

ruang Orlicz dan ruang Morrey, secara langsung juga
merupakan perumuman ruang Lebesgue.

Sedangkan ruang Orlicz-Morrey lemah versi Nakai
dinyatakan sebagai himpunan semua fungsi terukur
f yang memenuhi

p(1BDe(0 [(x e 5: L5 o}
7.0 = inf §b > 0:Sup |B| <ibcow,

untuk sembarang bola buka B = B(a,r) pada O.

Ruang  Orlicz-Morrey  lemah ~ wLg o (R™)
merupakan ruang quasi-Banach vyang dilengkapi
dengan quasi-norm
”f”de,‘q, ‘= Suppeo ||f||¢,¢>,B,w-

Seperti pada ruang Ly o (R™), jika dipilih
¢(t) = t maka diperoleh wLg o (R™) = wLg(R™),
yakni ruang Orlicz lemah. Begitu juga, jika ¢(t) =
11 (dimana : (0,0) — (0, ) adalah fungsi
P(tnyp
monoton turun, tetapi t? Y (t) fungsi monoton naik)
dan @(t) =tP maka diperoleh wLg o (R™) =
wMp, , (R™), yakni ruang Morrey lemah  diperumum.
Hal ini menunjukkan ruang wLg o (R™) adalah
perumuman dari ruang Orlicz lemah dan ruang Morrey
lemah.

Versi  kedua ruang Orlicz-Morrey  (kuat)
diperkenalkan oleh Sawano, Sugano, dan Tanaka pada
tahun 2012 [23,24]. Misalkan G adalah koleksi semua
fungsi ¥: (0, ) — (0, o) dengan () monoton tak
Yr+)™)
w-1((Em)
s > 0. Untuk fungsi Young @ dan ¢ € G4, ruang
Orlicz-Morrey ~ My, w(R™) (versi Sawano dkk.)
didefinisikan sebagai koleksi fungsi f € L},.(R™)
yang memenuhi

1y, = ggglP(IBl)llfllw,B < ®

n

turun tetapi monoton tak naik untuk setiap

dengan

1fllyp = inf {b > 0:% w('f (b")') dx <1 }
B
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Adapun ruang Orlicz-Morrey lemah wMy, w(R™)
didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi terukur
f yang memenuhi

Y(t) ‘{x € B:@ > t}|
lfllwpuw =inf{b > 0:?;1(])) B <1;p<oo.

untuk sembarang bola buka B = B(a, r) pada O.
Ruang  Orlicz-Morrey  lemah  wM,, »(R™)

merupakan ruang quasi-Banach yang dilengkapi

dengan quasi-norm

Ifllway, e := Suppeo YUB(@ MIIIf llw,pw-

METODE PENELITIAN

Kajian tentang ruang orlicz, ruang Morrey, Orlicz-
Morrey Lgo(R™) dan My e (R™) telah banyak
dilakukan oleh peneliti — peneliti sebelumnya. Hal ini
bisa dilihat pada [1, 3-7, 9, 10, 13 —25, 30 — 35].

Baru-baru ini Guliyev, dkk. [5] mendefinisikan
sebuah ruang Orlicz-Morrey (kuat) versi ketiga yang
dilengkapi dengan dua parameter 6 dan &. Misalkan &
adalah fungsi Young yang bijektif dan Gg koleksi
semua fungsi 6: (0, o) — (0, ) yang memenuhi sifat
A(r) monoton turun tetapi O~(t~™)O(t) ‘turun
hampir dimana-mana pada bilangan real positif. Ruang
Orlicz-Morrey Mg o (R™) (versi Guliyev, dkk.) adalah

koleksi semua fungsi terukur f yang memenuhi sifat
1

fllge = SuPseo @@-1(|B|)LO(B) < o

Ruang Orlicz-Morrey My o(R™) juga perumuman
dari ruang Orlicz, ruang Morrey, dan ruang Lebesgue.
Hal tersebut telah ditunjukkan Guliyev pada contoh
berikut.

Contoh 1. [5] Misalkan 1 < p < q < oo, & fungsi
Young yang bijektif, dan 6 € Gg , maka diperoleh

-n

a) Jika O(t)=tP dan O(t)=tr, maka
Mg o(R™) = L, (R™) adalah ruang Lebesgue.

b) Jika ®(t) =t dan 6(¢t) =t P, maka Mg o(R"™) =
M, ,(R™) adalah ruang Morrey Klasik.

c) Jika O(t) =tP, maka Mye(R") = My,(R™)
adalah ruang Morrey diperumum.

d) Jika 6@)=0"'(t""), maka
Le(R™)adalah ruang Orlicz.

Mg o(R™) =

Catatan. Dalam beberapa hal ruang Orlicz-Morrey
Ly o (R™), My w(R™), dan Mgq(R™) berbeda, salah
satunya parameter yang berpengaruh pada sifat inklusi
diruang-ruang tersebut. Hal ini bisa dilihat pada[17].

Berdasarkan hasil kajian penulis, ruang Orlicz-
Morrey Mg o (R™) versi Guliyev dkk. masih membahas
untuk fungsi-fungsi yang terintegralkan Lebegue. Oleh
karena itu, melanjutkan hasil penelitian yang sudah
dilakukan oleh peneliti-peneliti sebelumnya, penulis
tertarik mendefinisikan ruang Orlicz-Morrey lemah
versi Guliyev dkk. Lebih jauh penulis akan mengkaji
beberapa sifat pada ruang tersebut dan melihat
keterkaitannya dengan ruang Orlicz-Morrey (kuat)
Mg o(R™) .

Hasil — hasil terkait pengkajian penulis tentang
ruang Orlicz-Morrey lemah versi Guliyev dkk. akan
disampaikan pada bab selanjutnya. Sedangkan metode
yang digunakan dalam penelitian ini serupa dengan
metode-metode klasik yang diterapkan pada ruang
Orlicz-Morrey lemah wLg o (R™) dan wMy, w(R™).

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pertama, pada bagian ini  penulis akan
mendefinisikan terlebih dahulu ruang Orlicz-Morrey
lemah versi Guliyev dkk.

Misalkan @ adalah fungsi Young yang bijektif dan
G koleksi semua fungsi  6:(0,00) - (0,00) yang
memenuhi  sifat 6(r) monoton turun tetapi
O 1(t™™8(t)"* turun hampir dimana-mana pada
bilangan real positif. Ruang Orlicz-Morrey lemah
wMy o(R™) adalah koleksi semua fungsi terukur f
yang memenuhi sifat

1 1
1f g = ggg%wl (3) Whwsoy < e
n

dengan
”f”WL@(B) =inf {b > 0: Sup® () Hx € B: F&l > t}‘ < 1}.
t>0

b
Perhatikan bahwa, untuk sembarang B € O maka
diketahui ||f ]l (s) adalah quasi-norm (lihat pada [1,
10, 13]), yakni memenubhi sifat berikut.

a. |lfllweee) = 0, untuk sembarang f* € wlg(B).

b. Ifllwigey =0 Jika dan hanya jika f =0
hampir dimana-mana pada bola buka B.

¢ NCfllwio = Cllfllwige — untuk
konstanta C € R.

d. If + gllwiem < 2(||f||wL@(B) + ”g”wL@(B))
untuk sembarang f, g € wLg(B).

sembarang

Berdasarkan sifat di atas maka diperoleh lema berikut.

Lema 2. Misalkan @ adalah fungsi Young yang bijektif
dan 0 € G,, maka ||-||WM9'® adalah quasi-norm pada

ruang wMy o (R™).
Bukti.
Ambil sembarang f, g € wMg o(R™) dan C € R.

a. Karena ||fllwiom =0 dan 6(t), ©7'(t) selalu
bernilai positif untuk setiap t > 0, maka diperoleh

1 g =

Supgeo @6_1 (é) ”f”wL@(B) = 0.

b. Misalkan  ||fllwm,, =0, maka
1 1

m@* (lBl) Iflwiey = 0 untuk sembarang

|BIn

diperoleh

bola buka B € 0. Karena 6(t), ©® *(t) selalu
bernilai positif untuk setiap t > 0, maka haruslah
lflweesy =0 Akibatnya diperoleh f =0
hampir dimana-mana pada bola buka B.
Selanjutnya, misalkan f = 0 hampir dimana-mana
pada bola buka B, maka diperoleh ||f1[,,.o5) = 0.
Karena hal ini berlaku untuk sembarang bola buka
B € 0, maka dapat disimpulkan ||f||wM9'® =0.
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c. Perhatikan bahwa, untuk sembarang C € R
diperoleh

1CF lunrg *

= Sup

1 1
G () L
BeOo g(lBlﬁ)

= Supseo ﬁ@-l () 11 oy

|B|n

=l Supseo 9(“171)@—1 (55) 1 ooy

= 1€ Nl o-
d. Selanjutnya, perhatikan bahwa

1 /1
Sup——— 0 (1) I + ot
BEO g(lBlﬁ)

< Suppep @6_1 (é) 2 (”f“WLe)(B) +

19llwLe(5))

1 (1
< 2(Supseo o @ () 1 oo +
1 (1
Supgeo G(IBI%) ot (m) lgllweees))
= Z(Hf”wMg@ + ||g||WM9’@)'

Berdasarkan point a , b, ¢, dan d maka diperoleh
||-||WM9'® adalah quasi-norm pada ruang wMg (R"). m

Selanjutnya, keterkaitan antara ruang Orlicz-
Morrey Mg (R™) dan wMyo(R™) dinyatakan pada
teorema berikut.

Teorema 3. Misalkan @ adalah fungsi Young yang
bijektif dan 6 € G,, maka diperoleh
Mg o(R™) S wMg o(R™)
dengan |Ifllwmge < lIfllm,, UNtuk setiap f € My o (R™).
Bukti.

Ambil sembarang f € My o (R™), dengan argumen
yang serupa pada [15,16,17] maka dapat dibuktikan
1 lweow < 1f o)
untuk sembarang bola buka B € 0. Karena ini berlaku
untuk sembarang bola buka B € 0, maka diperoleh

1 1
1l o = gggme-l (37) 1 oo
n

1 _ 1
< Supseo e(|3|%)® () 1 o)

= 11fllmgso-
Jadi  diperoleh  ||fllwmge < Ifllmge- Hal ini
menunjukkan My o (R™) € wMy o(R™). m

Seperti pada ruang Orlicz-Morrey M, o(R™),
contoh berikut menunjukkan ruang Orliz-Morrey
lemah wMy o(R™) merupakan perumuman dari ruang
Orlicz lemah, ruang Morrey lemah, ruang Morrey
lemah diperumum, dan ruang Lebesgue lemah.

Contoh 4. Misalkan 1 < p < g < oo, @ fungsi Young
yang bijektif, dan 8 € Gg , maka diperoleh

a) Jka O =t? dan 6(t)=tp, maka
wMy o(R™) = wL,(R™) adalah ruang Lebesgue
lemah.

b) Jika O(t)=t? dan O(t)=tPr, maka
wMgo(R™) = wM,, ;(R™) adalah ruang Morrey
lemah.

¢) Jika ©(t) =tP, maka wMye(R™) = wMy,(R™)
adalah ruang Morrey lemah diperumum.

d) Jka 6()=07'(t™), maka wMge(R") =
wLg(R™)adalah ruang Orlicz lemah.

Selanjutnya, lema berikut menunjukkan fungsi
karakteristik pada bola buka di R™ merupakan anggota
dari ruang wMg o (R™).

Lema 5. Misalkan @ fungsi Young yang bijektif,
6 € G,, dan 1, > 0, maka terdapat C > 1 sedemikian
sehingga berlaku

< <
6y~ Xoom) Iitao =505

Bukti.

Misalkan ® adalah fungsi Young yang bijektif dan
0 € Gg. Berdasarkan Proposisi 2.1 pada [5] maka
terdapat C > 1 sedemikian sehingga berlaku

— < <
9 = Fr0r Iao= 5y

untuk sembarang 7, > 0. Selanjutnya, berdasarkan
Teorema 3 maka diperoleh

Il XB(0,rp) ”WMe,@)S” XB(0,rp) "MG,QS 9(7"0).

Sekarang, amati bahwa

wMg o '

— S 1 ®—1 1
" beb g (| B|%) (E) 2@ s

||XB(o.ro)||

1 -1(1
Supgeo @G) (E) ”XB(O,ro)”WL@(B)

=Su ;G_l I B :
Pgeo 9(|B|%> (|B|)® 1(m)
1

> .
— 8(10)
Jadi, terbukti bahwa

— < <—
0 " eom) hustoo= s
untuk sembarang r, > 0. m

Berikut akan diberikan bentuk ketaksamaan
Hélder pada ruang Orlicz-Morrey lemah Mg o (R™) .

Teorema 6. Misalkan 04, 6,, 65 adalah fungsi Young
yang bijektif dan 0,, 8,, 85 € G, sedemikian sehingga
berlaku

071 ()61 (1) = 031 (t)
dan

6:(t) 62(t) < 65()

untuk setiap ¢ = 0. Jika f € wMy, o, (R™) dan
g € wMy, o, (R™), maka diperoleh fg € wMg, . (R™)

70
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dengan
1 fg lwmg,o,< 2 I f llwmg o Il G Nwmy, o,

Bukti.

Ambil sembarang f € wMy, o, (R") dan g€
wMy,0,(R™). Karena berlaku O7'(1)0;*(t) =
03" (t)

untuk setiap t >0, maka untuk sembarang B € O
diperoleh £ gllwio, ) < 2N lwio, @ 19 llwio, -
Selanjutnya, diketahui bahwa 6,(t) 6,(t) < 65(t)
untuk setiap t = 0 maka diperoleh

Il fg ||WM93’@3
1 (1
= Sup—— 03 <H> 1f9llwee,
Beo 93 (lBlﬁ)
1 /1
< Sup CH) ! <ﬁ) 2||f”wL@1(B)“g”WL@Z(B)

1
50 9, (1B1%)
1 1 1
— 0" (1) (177)
1 1 2
— Sup 65 (lBlﬁ) |B| |B|
Be
2||f”wL®1(B)||g”wL®2(B)
1 1 1y 1
1 1y 01 (m)@z (E)
< sup® (1B17) 62 (1317)
peo 2”f||wL@1(B)||g”wL@2(B)

;1)@1-1 () 1 s s |

< 2| Supgeo
91<|B|"

1

m(az_l (é) 1 Nlwee, @)

Supgeo T
|B|n

= 211 f lumtg o, 9 lortg, o, ®

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil penelitian yang diperoleh dan
pembahasan yang dilakukan penulis maka penulis
berkesimpulan bahwa ruang Orlicz-Morrey lemah
wMy, o, (R™) juga merupakan perumuman dari ruang
Orlicz lemah, ruang Morrey lemah, dan ruang Morrey
lemah diperumum. Lebih jauh ruang tersebut
perumuman dari ruang Lebesgue lemah.

Ruang Orlicz-Morrey lemah wMy o (R™) lebih
luas dari ruang Orlicz-Morrey (kuat) My, o, (R™), hal
ini bisa dilihat padaTeorema 3. Selain itu, syarat cukup
untuk ketaksamaan Hdlder pada ruang wMgy, o, (R™)
telah diperoleh (Teorema 6). Namun, syarat untuk
kondisi fungsi Young pada ketaksamaan Halder di
ruang wlg (R™) dan My ¢ (R™) lebih sederhana
dibandingkan ruang wMy_ o (R™) .
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